UFSC - ANALISE LINEAR (PAM) - 2014.2
1A. PROVA

RAPHAEL DA HORA

(1) Resolva
/ 5 ty  _ _
Y1+ + et y(0) = 1.

(2) Determine todas as curvas r(x) = (z,y(x)) tais que suas retas tangentes no ponto
(x0,Y0) sdo perpendiculares ao vetor v = (g, yo)-

(3) Sejaa > 0, e considere a equagao diferencial ' = —sen z++/y — cosx com y(0) = a.
Encontre o valor de a > 0 tal que a equacao diferencial possua duas solugoes distintas.
Em seguinda, determine essas solugoes. (Dica: use a substitui¢do v = /y — cosz.)

(4) Resolva

J = 6y + 212
3x2 + 4oy + 3y?
(5) Seja yi(x) uma solugao da equagao diferencial com p(z) e ¢(x) continuas
y" +p(@)y +qlz)y = 0.
Encontre uma férmula (dependendo de y;(z) e p(z)) para uma outra solugao li-
nearmente independente, ys(x). Usando essa férmula, encontre a solucao geral da
equacao de Legendre
(1—2%)y" — 22y +2y =0, yi(z)=um.
(6) Seja ¢ uma constante positiva. Determine possiveis solugoes particulares para a
equacao

y" + qy = cos 2t + €.
(7) Determine uma fungao G(t) tal que a solu¢ao do problema

y'+y=g), y(0)=0, ¢(0)=0
t
possa ser escrita na forma y(t) = / G(t — s)g(s)ds.
0

(8) Resolva
y' 42y 2y = uﬂ/Q(t)et +(t —7/2),
y(0) =0, ¥'(0)=0.
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Solucao

1. Divindo a equacao por v/1 + t? obtemos
t t

/
+ = :
YTirel T iy

O fator integrante desta equagao é

1(t) = exp (/ Ldt) = exp (%111(1 + t2)> =V1+1¢2

1+ ¢2

Logo
d t? C
il \/1+t2>:t:> - + .
dt( 4 YT ire JViiPe
Como y(0) = 1, temos que C' =1 e portanto a solucao é
t2/2+1
o) =2
v14t

2. Segue das hipdteses que Vr = (1,y'(z)) L (x,y(z)), logo
2 22

(Ly) (@y)=a+y =0=y/ =—v=T=-71+C

=y’ +2°=R, R=2C,

isto é, essas tais curvas sao circunferéncias com centro na origem.
3. Usando a substituigdo v = \/y — cos z, temos (assumindo que y # cos z)

. y/+senI ~ 9 / ,+
V= S v’ = sen x
2\/y —cosx J
=19y =20 —senx=—sen x+v =20 =v

T
= v(r) = 5t C, C = constante.

Logo
T 2
y:cosx+<§+0> )

Agora veja que cosx é solugao de
y' = —sen x ++/y — cosw

com cos(0 = 1, logo se a = 1, entao temos as seguintes solugoes distintas
2

T
cosx e y(r)=cosx+ T

4. Podemos resolver essa equagao de duas formas. Uma ¢ escrevendo a equacao na forma

,_ Gy/z+2(y/x)
3+4dy/z + 3(y/x)?
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e usando a substitui¢ao v = y/x, zv’' + v = y'. Temos entao
6v + 20° , 90 + 6v* + 3v?

wtv=—— = =
3+ 4v + 302 3 + 4v? + 30v?

:>1/3+4v2+3v2d /10[
— | —Mm——dv=— | =dzx
3 /) 3v+ 20243 x

1
:>§1n|3v+2v2—|—v3| =-—Inz+C = 3v+20* +0v° = Ko,

Agora voltando para y = zv, temos

y vy
32 +2% + L = Ko % = 32y + 2202 +4° = K.
x 2 3

Outra forma de resolver é escrevendo na forma
(62y + 2y*)dx + (3% + 4zy + 3y*)dy = 0

e verificando que esta equagao é exata. Portanto buscamos f(z,y) tal que
fo=6zy +2y°, f, =32 + 4y + 3y°.

Temos
flz,y) = /fxdiv +C(y) = /(ny +2y°)dx + C(y) = 32°y + 2xy° + C(y)

0, (3a%y + 22y* + Cly)) = f, = 32° + 4oy + 3y = C'(y) = 3y° = C(y) =y’ — K.
Portanto a solucao geral é
32%y + 2xy® + P = K.
5. Usando o método de redugao de ordem, tentamos encontrar uma solugao yo(z) =
u(z)y; (x). Temos entao
vh =y Huyy, vy =u"yr + 20y + uyy
= Yy +p(2)yp+q(@)y2 = u"y1+Cyi+p(@)y) +ulyy +p(@)yr +a(x)y) = v+ (2 +p(@)y),
pois i + p(x)y; + q(x)y:. Queremos entao encontrar u(z) tal que
/
u'yy + 2y +p(@)y) = 0= u”" + (2% —|—p(:c)) u = 0.
1
Tomando w = v/, obtemos

w'+(2y—i+p($)>w:0:>£,:—< y—/1+p(a:))

n w U1

=Ihw=-2hy — / p(t)dt = w(z) = y; 2 exp (—/ p(t)dt) .
to

to

Logo
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. Outra forma de escrever essa féormula é

yo(z) = 11 () /y1 (z) % exp (— /p(m)dm) dr + coyi(z), ¢1,co = constantes.

—2
Na equagao de Legendre, y;(z) = x e p(x) = ] I2. Logo
—x
ex —/ (x)dz ) do = ex /2—xdx =exp (—In|l —2?|) = o

Portanto 1
y2(z) = 1w / ———dz + ¢z,

2|1 — 22|
que ¢ a férmula da solugao geral.
6. Temos que, como g > 0, a solucao da equacao homogéenea

y' +qy=0
¢é dada por
c1 cos \/qt + cosen (/qt.
Portanto se /g # 2, pelo método dos coeficientes a determinar, tentamos uma solugao da
forma
y,(t) = Acos2t + Bsen 2t + Ce'.

Segue que
Yy + qyp = (—4A + qA) cos 2t + (—4B + ¢B)sen 2t + C(1 + q)e' = cos 2t + €'
1 1
= A=——, B=0, C=—
qg—4 1+gq
t) = 2t g
Yp(t) q_4cos +1+qe

Agora se ¢ = 4, entao tentamos uma solucao da forma
y,(t) = At cos 2t + Btsen 2t + Ce'.

Segue que
Yy + qyp = (—4A +2B) cos 2t + (—4B — 2A)sen 2t + 5Ce" = cos 2t + €'
1 1 1
=A=— B=— (=-
5 10’ 5
= Ltcos2t + Sasen 2t 4 Le!
Ftcos Tgtsen e

7. Temos que a sol¢ao geral de y" +y =0 é
cisen t + co cost.
= W (sen t,cost) = —(sen ? + cos’t) = —1.
Logo aplicando o método de variacao de parametros

t t
Yp = sen t/ g(s) cos sds — Cost/ g(s)sen sds
0 0
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t t
Yp = / (sen tcos s — costsen s) g(s)ds = / sen(t — s)g(s)ds.
0 0
8. Aplicando a transformada de Laplace, obtemos
(s + 25 +2)L{y} = L{u,,/g(t)et_”me”ﬂ} + L{6(t —7/2)}

w/2 1
= L{y} =e /% ( ¢ + ) .

(s—1)(s2+25s+2) s24+2s5+2

Agora, aplicando fragoes parciais

1 A N Bs+C  (A+B)s>+(2A-B+C)s+ (2A-0)

(s—1)(s2+25+2) s—1 s24+25+2 (s —1)(s*+2s+2)
1 1 3
=A=—-, B=—, (C=-—-.
5 5 )
Escrevendo s +2s + 2 = (s + 1)? + 1, a solugao é dada por

/2t
y(t) = U/Tz() [e"(1 — cos(t — m/2) — 4sen(t — 7/2)) + e~ 2sen(t — 7/2)]
xj2(t)e’
=y(t) = M [1—sent + (4 — e™?) cos ¢

5



